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Δραστηριότητα 1 

Διερευʆ νηση των αξιωμαʆ των του Ευκλειʆδη 
 
Ορισμός 10 
Αν ευθεία σταθεί πάνω σε ευθεία και σχηματίσει τις εφεξής γωνίες 
ίσες, κάθε μια από τις γωνίες αυτές είναι ορθή και η σταθείσα 
ευθεία καλείται κάθετη σε αυτήν πάνω στην οποία εστάθη. 
Ορισμός 23  
Παράλληλες ευθείες είναι οι ευθείες που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και αν προεκταθούν επ’ 
άπειρον και από τα δύο μέρη δεν συμπίπτουν πουθενά.  

 
Τα αιτήματα του Ευκλείδη 

1. Από οποιοδήποτε σημείο σε οποιοδήποτε σημείο άγεται ευθεία γραμμή  
2. Οποιαδήποτε ευθεία γραμμή προεκτείνεται συνεχώς και ευθύγραμμα.  
3. Μπορεί να γραφεί κύκλος με οποιοδήποτε κέντρο και οποιαδήποτε ακτίνα.  
4. Όλες οι ορθές γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους.  
5. Αν μια ευθεία τέμνει δυο άλλες και σχηματίζει  με αυτές  τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες με 
άθροισμα μικρότερο των δύο ορθών, τότε οι δυο ευθείες, αν προεκταθούν απεριόριστα τέμνονται 
προς το μέρος που βρίσκονται οι γωνίες με άθροισμα μικρότερο των δύο ορθών. 
 

 
A. Πώς χειρίζεται ο Ευκλείδης την έννοια του απείρου; 

_________________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________________ 

Μπορεί η ίδια ευθεία να περάσει ξανά από το ίδιο σημείο; 

_________________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________________ 

 
Β. Πιστεύετε ότι είναι δικαιολογημένη η ύπαρξη του αξιώματος 4 σε σχέση με τον ορισμό 10; 
 
_________________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________________ 
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Ένα αξιωματικό σύστημα λέγεται πλεονάζον (redundant) αν 

_________________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________________ 

Γ. Δείξτε ότι η επισύναψη του ακόλουθου αξιώματος καθιστά το σύστημα πλεονάζον.  
Αν δυο ευθείες είναι παράλληλες τότε οποιαδήποτε ευθεία τις τέμνει σχηματίζει τις εντός και επί τα 
αυτά γωνίες να έχουν άθροισμα δύο ορθές. 

  
 
 
 
 
 

Τα ακόλουθα θεωρήματα αποδεικνύονται με βάση τα αξιώματα 
 Δυο ευθείες είναι παράλληλες αν και μόνο αν οποιαδήποτε ευθεία τις τέμνει σχηματίζει 

τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες να έχουν άθροισμα δύο ορθές 
 Δυο ευθείες είναι παράλληλες αν και μόνο αν οποιαδήποτε ευθεία τις τέμνει σχηματίζει 

τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες. 
 
Ένα αξιωματικό σύστημα είναι συνεπές (consistant - μη αντιφατικό) αν ο συνδυασμός των 
αξιωμάτων του δεν μπορεί να οδηγήσει στην απόδειξη ότι μια πρόταση και η άρνησή της είναι 
και οι δύο αληθείς.   
 
Δ. Να δειχθεί ότι η επισύναψη του ακόλουθου αξιώματος καθιστά το Ευκλείδειο σύστημα μη 
συνεπές.  
Υπάρχει τρίγωνο με άθροισμα γωνιών μικρότερο από δύο 
ορθές.  
 
 
 
 
 

 
1823 Janos Bolyai – 1829 Nikolai Lobachevsky: Υπερβολική γεωμετρία 

 
Μια πρόταση διατυπωμένη στα πλαίσια ενός αξιωματικού συστήματος είναι αποκρίσιμη (decidable) 
αν μπορεί, με βάση τα αξιώματα του συστήματος να χαρακτηριστεί με μοναδικό τρόπο ως αληθής ή 
ψευδής. 
Ένα αξιωματικό σύστημα είναι πλήρες αν όλες οι προτάσεις που μπορούν να διατυπωθούν στα 
πλαίσιά του είναι αποκρίσιμες 
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Θεώρημα Beltrami (1868): Η γεωμετρία των Lobachevski – Bolyai είναι συνεπής αν και μόνο αν η 

Ευκλείδεια γεωμετρία είναι συνεπής 

 

E. Συνέπειες του θεωρήματος Beltrami 

• Το πέμπτο αίτημα του Ευκλείδη δεν είναι ___________________________ 

• Η πρόταση «από σημείου εκτός ευθείας άγεται ακριβώς μία παράλληλη προς την ευθεία 

αυτή είναι _________________________________________ στα πλαίσια της ουδέτερης 

γεωμετρίας (της γεωμετρίας των αιτημάτων 1-4) 

• Η ουδέτερη γεωμετρία είναι __________________________________________ 

Αφαίρεση ενός αξιώματος 

Απαλείφοντας το πέμπτο αίτημα καθιστούμε τις ακόλουθες προτάσεις μη αποκρίσιμες (ούτε 
αποδείξιμες ούτε καταρρίψιμες). 

• Από σημείου εκτός ευθείας άγεται μία και μόνο παράλληλη προς την ευθεία αυτή. 
• Το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται με δύο ορθές. 
• Με δεδομένο ένα τρίγωνο ΑΒΓ και ένα ευθύγραμμο τμήμα ΔΕ υπάρχει τρίγωνο ΔΕΖ όμοιο 

προς το ΑΒΓ. (John Wallis) 
Αφού το σύστημα των αξιωμάτων 1 – 4 δεν επιτρέπει να αποφανθούμε για τις πιο πάνω 
προτάσεις είναι μη πλήρες. 
 
ΣΤ. Άθροισμα γωνιών ενός τριγώνου 

Ευκλείδεια γεωμετρία _____________________________________________________________ 

Γεωμετρία Lobachevski – Bolyai _____________________________________________________ 

Γεωμετρία Riemann _______________________________________________________________ 

 
Ζ. Πώς αποδεικνύεται ότι το σύστημα 1-4 του Ευκλείδη είναι μη πλήρες; 
__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 
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Συνοψίζοντας: 

Ένα αξιωματικό σύστημα είναι  

 Συνεπές ___________________________________________________ 

 Πλήρες ____________________________________________________ 

 Πλεονάζον _________________________________________________ 

Μια πρόταση στα πλαίσια ενός αξιωματικού συστήματος μπορεί να είναι  

_______________________________________________________ 

Περί της συνέπειας της γεωμετρίας: Θεώρημα Hilbert___________________________________ 

_______________________________________________________________________________ 

Περί της πληρότητας της γεωμετρίας: θεώρημα πληρότητας του Gödel: ______________________ 

_________________________________________________________________________________ 

Περί της πληρότητας και της συνέπειας της αριθμητικής: Θεώρημα μη πληρότητας του Gödel: 

Μια αξιωματικά παραγόμενη θεωρία ικανή να θεμελιώσει τη στοιχειώδη αριθμητική δεν μπορεί να 

είναι συγχρόνως πλήρης και συνεπής 

Κάθε τυπική, αξιωματικά παραγόμενη θεωρία που περιλαμβάνει τις θεμελιώδεις αριθμητικές 

αρχές και κάποια στοιχεία σχετικά με την αποδειξιμότητα, αν περιλαμβάνει μια πρόταση σχετική με 

τη συνέπειά της, θα είναι ασυνεπής 

Τα αξιώματα του Peano: Κατασκευή του ℕ, του συνόλου των φυσικών αριθμών 

1. Υπάρχει ένα στοιχείο 0ℕ 

2. Κάθε στοιχείο aℕ έχει έναν επόμενο S(a) ℕ 

3. Το 0 δεν είναι επόμενος κανενός aℕ.  

4. Αν S(a)=S(b) τότε a=b  

5. (Αξίωμα της επαγωγής): Αν ένα σύνολο αριθμών Α περιέχει το 0 και τον επόμενο κάθε 

αριθμού του Α τότε A=ℕ. 

Τα στοιχεία του ℕ ονομάζονται φυσικοί αριθμοί. 
  



Συνέπεια  - Πληρότητα - Πλεονασμός Σελ.6 
 

Δραστηριότητα 2 

Η εʆννοια του απειʆρου 
 
Το άπειρο του Ευκλείδη ___________________________________________________________ 

Το άπειρο του Cantor _____________________________________________________________ 

 

Ένα σύνολο είναι μια συλλογή σε μια ολότητα σαφώς καθορισμένων, διακεκριμένων αντικειμένων 
της αντίληψης [Anschauung] ή της σκέψης μας – τα οποία ονομάζονται στοιχεία του συνόλου. 
 

A. Μπορείτε να συναγάγετε ένα παράδοξο; 
__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

B. Δυο σύνολα είναι ισοδύναμα αν και μόνο αν υπάρχει μια ‘1 – 1’  αντιστοιχία μεταξύ τους. 

Εξετάστε αν τα πιο κάτω σύνολα είναι ισοδύναμα: 

• Το σύνολο των αρτίων και το σύνολο των περιττών φυσικών αριθμών 

______________________________________________________________________________________ 

• Το σύνολο των αρτίων και το σύνολο των φυσικών  αριθμών. 

______________________________________________________________________________________ 

• Τα διαστήματα [-1 , 1] και [-π/2 , π/2] 

______________________________________________________________________________________ 

• Το (-π/2, π/2) και το R 

______________________________________________________________________________________ 

• Το (0, +∞) και το R 

______________________________________________________________________________________ 
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Γ. Δείξτε ότι ο κύκλος με εξαίρεση ενός σημείου και η ευθεία είναι ισοδύναμα σύνολα 

 

 

Ορισμός: Ένα σύνολο λέγεται απειροσύνολο αν είναι ισοδύναμο με ένα γνήσιο υποσύνολό του  

Δ. Με βάση τον πιο πάνω ορισμό απειροσύνολα είναι: 

__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________________________________ 

 

Συμβολίζουμε με ℵ𝟎 τον πληθάριθμο του ℕ 
 

Ε. Τι πληθάριθμο έχει το σύνολο των θετικών κλασματικών αριθμών;; 

 
Ποιο κλάσμα αντιστοιχεί στο 6;  Ποιος φυσικός αριθμός αντιστοιχεί στο  1/5? 

_________________________________________________________________________________ 
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ΣΤ. Μήπως είναι όλα τα σύνολα αριθμήσιμα; 
 
Είναι το Ν και το ( 0 , 1) ισοδύναμα; 
Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει μια 1-1 αντιστοιχία του Ν με το ( 0 , 1) 
Μπορείτε να δημιουργήσετε ένας πραγματικό αριθμό που να μην βρίσκεται στον κατάλογο; 
 

10,3244456120089... 
2 0,004567212121... 
3 0,987123444555... 
4 0,111211311411... 
5 0,677745321100... 

 

Ζ. Δείξτε ότι το (0 , 1) είναι ισοδύναμο με το Ρ(Ν) – το σύνολο των υποσυνόλων του Ν 

Για να δημιουργήσω ένα υποσύνολο του Ν, γράφω όλους τους φυσικούς αριθμούς στη σειρά: 

0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , …..  

και στον καθένα αποδίδω τον αριθμό 0 αν δεν ανήκει στο υποσύνολο που δημιουργώ και τον 

αριθμό 1 αν ανήκει.  

Έτσι η ακολουθία 1 , 1, 1 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , … (από εδώ και πέρα 0) αντιστοιχεί στο 

υποσύνολο { ___________________________________________ } 

Όμως το 0,111010001000… είναι το δυαδικό ανάπτυγμα του ______________________________ 

 
Η. Πόσοι διαφορετικοί τύποι απείρου υπάρχουν; 
 

Υπερπεπερασμένοι αριθμοί 

 Ο πληθάριθμος του [0,1) είναι «μεγαλύτερος» από το  ℵ଴. 

 Ας τον ονομάσουμε ℵଵ. 

 Υπάρχει άλλος πληθάριθμος μεταξύ των ℵ଴ and ℵଵ; 

 Όχι:  Υπόθεση του συνεχούς.  

 Απόδειξη του Gödel το 1940: Τα αξιώματα της θεωρίας συνόλων με την επισύναψη της 

υπόθεσης του συνεχούς αποτελούν συνεπές αξιωματικό σύστημα. 

 Ναι: Άρνηση της υπόθεσης του συνεχούς 

 Απόδειξη του Cohen το1963: Τα αξιώματα της θεωρίας συνόλων με την επισύναψη της 

άρνησης της υπόθεσης του συνεχούς αποτελούν συνεπές αξιωματικό σύστημα. 

 Συνεπώς: Η υπόθεση του συνεχούς είναι μη αποκρίσιμη στα πλαίσια της θεωρίας των 

συνόλων. 
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Δραστηριότητα 3 

Το προʆ γραμμα του Hilbert 
Δυο αποσπάσματα από την ομιλία του Hilbert στο 2ο Διεθνές Συνέδριο Μαθηματικών, Παρίσι 1900 
 

1. Περί της λύσης ενός μαθηματικού προβλήματος. 

Κάποιες φορές ενδέχεται να αναζητούμε τη λύση κάτω από ανεπαρκείς υποθέσεις ή κατά κάποια 
λανθασμένη έννοια και γι’ αυτό δεν επιτυγχάνουμε. Εγείρεται τότε το πρόβλημα να αποδείξουμε 
την  αδυναμία λύσης κάτω από τις δεδομένες προϋποθέσεις  ή με την έννοια που το 
αντιμετωπίζαμε. Τέτοιες αποδείξεις δόθηκαν από τους αρχαίους όταν για παράδειγμα 
απεδείκνυαν ότι ο λόγος της υποτείνουσας προς την πλευρά ενός ισοσκελούς ορθογωνίου 
τριγώνου είναι άρρητος αριθμός. Στα μεταγενέστερα μαθηματικά, το πρόβλημα της αδυναμίας 
κάποιων λύσεων παίζει σημαντικό ρόλο· κατανοούμε με αυτό τον τρόπο ότι παλιά και δύσκολα 
προβλήματα όπως η απόδειξη του αξιώματος των παραλλήλων, ο τετραγωνισμός του κύκλου ή η 
επίλυση εξισώσεων πέμπτου βαθμού με ριζικά βρήκαν τελικά απόλυτα ικανοποιητικές, αυστηρές 
λύσεις, παρόλο που αυτές  ήταν σε διαφορετική κατεύθυνση από ότι αρχικά είχε σχεδιαστεί. 
Πιθανότατα αυτό το αξιοσημείωτο δεδομένο, μαζί με άλλες φιλοσοφικές αιτίες μας δίνουν τη 
βεβαιότητα (που κάθε μαθηματικός συμμερίζεται, αλλά που κανένας δεν έχει ακόμα στηρίξει με 
κάποια απόδειξη) ότι κάθε συγκεκριμένο μαθηματικό πρόβλημα έχει αναγκαστικά μια ακριβή 
λύση, είτε με τη μορφή της απάντησης στο ερώτημα που διατυπώνεται είτε με την απόδειξη της 
αδυναμίας απάντησής του που προκαθορίζει την αποτυχία οποιασδήποτε προσπάθειας να λυθεί. 
Πάρτε οποιοδήποτε συγκεκριμένο άλυτο πρόβλημα, όπως το ερώτημα της ασυμμετρίας της 
σταθεράς Όιλερ – Μασκερόνι, C, ή της ύπαρξης άπειρων πρώτων της μορφής 2ν + 1. Όσο μη 
προσεγγίσιμα και αν μας φαίνονται αυτά τα προβλήματα και όσο αδύναμοι και αν είμαστε 
ενώπιόν τους, έχουμε, χωρίς αμφιβολία, την απόλυτη βεβαιότητα ότι η λύση τους θα πρέπει να 
προκύψει ύστερα από ένα πεπερασμένο πλήθος καθαρά λογικών διαδικασιών. 
Άραγε αυτό το αξίωμα της επιλυσιμότητας του οποιουδήποτε προβλήματος είναι ιδιαίτερο 
χαρακτηριστικό μόνο της μαθηματικής σκέψης ή μήπως η πεποίθηση ότι όλα τα ερωτήματα που 
θέτει ο ανθρώπινος νους μπορούν να απαντηθούν αποτελεί ένα γενικό νόμο εγγενή στη φύση του; 
Γιατί και σε άλλες επιστήμες συναντάμε παλιά προβλήματα που έχουν απαντηθεί με απόλυτα 
ικανοποιητικό και χρήσιμο για την επιστήμη τρόπο, με την απόδειξη της αδυναμίας λύσης τους. Ας 
αναφέρω το πρόβλημα του αεικίνητου. Αφού οι επιστήμονες αγωνίστηκαν για ένα διάστημα να 
κατασκευάσουν ένα αεικίνητο, στη συνέχεια διερεύνησαν τις σχέσεις που οφείλουν να διέπουν τις 
δυνάμεις της φύσης αν μια τέτοια μηχανή είναι αδύνατον αν υπάρξει. Αυτό το αντεστραμμένο 
ερώτημα οδήγησε στην αρχή διατήρησης της ενέργειας, που με τη σειρά της απέδειξε την 
αδυναμία αιώνιας κίνησης με την έννοια που της είχε αρχικά προσδοθεί.  
Η πεποίθηση της επιλυσιμότητας οποιουδήποτε προβλήματος αποτελεί ισχυρή ενίσχυση για τον 
ερευνητή. Ακούμε μέσα μας την αιώνια παραίνεση: Εδώ είναι το πρόβλημα. Βρες τη λύση του. 
Μπορείς να τη βρεις με καθαρή λογική, γιατί στα μαθηματικά δεν υπάρχει ignorabimus. 

2. H μη αντιφατικότητα των αξιωμάτων της αριθμητικής. 

Όταν διερευνούμε τα θεμέλια μιας επιστήμης, οφείλουμε να διατυπώσουμε ένα σύστημα 
αξιωμάτων που να περιέχει μια ακριβή και πλήρη περιγραφή των σχέσεων μεταξύ των 
στοιχειωδών εννοιών αυτής της επιστήμης. Αυτά τα αξιώματα, είναι ταυτόχρονα οι ορισμοί αυτών 
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των στοιχειωδών εννοιών· κανένας ισχυρισμός σχετικός προς την επιστήμη της οποίας εξετάζουμε 
τις αρχές δεν θα γίνεται δεκτός ως ακριβής, εάν δεν προκύπτει ύστερα από ένα πεπερασμένο 
πλήθος βημάτων από τα αξιώματα. Εξετάζοντας τα πράγματα με περισσότερη ακρίβεια 
διαπιστώνουμε ότι τίθεται το ακόλουθο ερώτημα: Μήπως ορισμένες καταφάσεις που περιέχονται 
στα αξιώματα αλληλεξαρτώνται και μήπως συνεπώς τα αξιώματα περιέχουν πλεονάζοντα μέρη 
που οφείλουμε να τα απαλείψουμε αν θέλουμε να έχουμε ένα σύστημα πλήρως ανεξάρτητων 
αξιωμάτων;  
Ωστόσο, πριν από όλα τα άλλα, μεταξύ όλων των ερωτημάτων που τίθενται από την εξέταση των 
αξιωμάτων, θεωρώ σημαντικότερη την ακόλουθη: Να αποδειχθεί ότι τα αξιώματα δεν είναι 
αντιφατικά· δηλαδή να αποδειχθεί ότι βασιζόμενοι σε αυτά τα αξιώματα, δε θα μπορέσουμε ποτέ 
να καταλήξουμε σε αντιφατικά αποτελέσματα μέσα από ένα πεπερασμένο πλήθος λογικών 
συνεπαγωγών.  
Στη γεωμετρία, αποδεικνύουμε τη μη αντιφατικότητα των αξιωμάτων, κατασκευάζοντας ένα 
κατάλληλο πεδίο αριθμών έτσι ώστε στα γεωμετρικά αξιώματα να αντιστοιχούν ανάλογες σχέσεις 
μεταξύ των αριθμών αυτού του πεδίου και συνεπώς έτσι ώστε κάθε αντίφαση στα συμπεράσματα 
που προκύπτουν από τα γεωμετρικά αξιώματα να είναι αναγκαστικά αναγνωρίσιμη στην 
αριθμητική αυτού του πεδίου. Έτσι, η μη αντιφατικότητα των γεωμετρικών αξιωμάτων ανάγεται 
στην απόδειξη της  μη αντιφατικότητας των αξιωμάτων της αριθμητικής. 
Όσο για την απόδειξη της μη αντιφατικότητας των αξιωμάτων της αριθμητικής, αυτή πρέπει να 
πραγματοποιηθεί ευθέως.  
Τα αξιώματα της αριθμητικής δεν είναι στην ουσία τίποτα άλλο από τους συνήθεις κανόνες 
λογισμού στους οποίους πρέπει να προστεθεί το αξίωμα της συνέχειας. Εδώ και λίγο καιρό 
απαρίθμησα αυτά τα αξιώματα σε ένα σύντομο υπόμνημα· ταυτόχρονα αντικατέστησα το αξίωμα 
της συνεχείας από δυο άλλα απλούστερα, συγκεκριμένα: το γνωστό αξίωμα του Αρχιμήδη και ένα 
νέο αξίωμα που διατυπώνει ότι οι αριθμοί σχηματίζουν ένα σύστημα όντων που δεν επιδέχεται 
καμία επέκταση, αν διατηρηθούν ανέπαφα όλα τα άλλα αξιώματα (αξίωμα της πληρότητας ). Είμαι 
πεπεισμένος ότι είναι δυνατόν να βρεθεί μια ευθεία απόδειξη της μη αντιφατικότητας των 
αξιωμάτων της αριθμητικής, εφαρμόζοντας γι’ αυτό το σκοπό γνωστές μεθόδους συλλογισμού τις 
οποίες χρησιμοποιούμε στη θεωρία των αρρήτων αριθμών, αφού τις επεξεργαστούμε κατάλληλα 
 
1. Ο Hilbert υποστηρίζει ότι ορισμένα προβλήματα «βρήκαν τελικά απόλυτα ικανοποιητικές, 
αυστηρές λύσεις, παρόλο που αυτές  ήταν σε διαφορετική κατεύθυνση από ότι αρχικά είχε 
σχεδιαστεί». 

α) Εξηγήστε τι σημαίνει αυτό για το καθένα από τα προβλήματα που αναφέρονται. 
β) Πώς επηρεάζεται από αυτό η έννοια «λύση ενός προβλήματος»; 
γ) Τι προσδοκίες εγείρουν αυτού του τύπου οι λύσεις; 

2. Σχολιάστε την πεποίθηση του Hilbert σχετικά με την βεβαιότητα επιλυσιμότητας όλων των 
προβλημάτων 

α) Στα μαθηματικά 
β) Στις φυσικές επιστήμες 

3. Πώς σχεδιάζει ο Hilbert να αποδείξει τη συνέπεια της γεωμετρίας; Πώς προσδοκά να 
ολοκληρωθεί η απόδειξή του; 
4. Εξηγήστε το «αξίωμα της πληρότητας» του Hilbert.    
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Δραστηριότητα 4 

Οι συνεʆπειες του θεωρηʆ ματος του Gödel 

Rebecca Goldstein, Incompleteness  

Αιχμάλωτος των μαθηματικών: ο Κουρτ Γκέντελ και το θεώρημα της μη πληρότητας. 

Τα αποτελέσματα των θεωρημάτων του Γκέντελ ξεπερνούν κατά πολύ τη σφαίρα των 
μαθηματικών τύπων και αγγίζουν πολλά σύνθετα και αμφιλεγόμενα ζητήματα, όπως η φύση της 
αλήθειας, της γνώσης και της βεβαιότητας. Επειδή όμως, η ανθρώπινη φύση είναι άρρηκτα 
συνυφασμένη με την ανάλυση αυτών των ζητημάτων - άλλωστε όταν μιλάμε για τη γνώση 
εμμέσως αναφερόμαστε και στους γνώστες - τα θεωρήματα του Γκέντελ μας λένε σημαντικά 
πράγματα και για το τι θα μπορούσε, ή δεν θα μπορούσε, να είναι ο ανθρώπινος νους.  

Κάποιοι στοχαστές είδαν στα θεωρήματα του Γκέντελ πρώτης τάξεως υλικό για τον μύλο του 
μεταμοντερνισμού, που κονιορτοποιεί την απόλυτη σκέψη του παρελθόντος για θέματα όπως η 
αλήθεια και η βεβαιότητα, η αντικειμενικότητα και η ορθολογικότητα. Ένας συγγραφέας 
προσπάθησε να εκφράσει το πνεύμα του μεταμοντερνισμού με εσχατολογικούς όρους: «[Ο 
Γκέντελ] είναι ο διάβολος, για τα μαθηματικά. Με το έργο του κατέρριψε την αντίληψη ότι τα 
μαθηματικά, εκτός από γλώσσα του Θεού, είναι μια γλώσσα που μπορούμε να 
αποκωδικοποιήσουμε για να κατανοήσουμε το σύμπαν, να κατανοήσουμε το παν. Αυτή ήταν η 
συμβολή του στην απέραντη μεταμοντέρνα αβεβαιότητα που ζούμε.» Η νομοτελειακή μη 
πληρότητα που χαρακτηρίζει ακόμη και τα τυπικά συστήματα σκέψης δείχνει πως δεν υπάρχουν 
σταθερά θεμέλια για τα συστήματα που φτιάχνουμε. Όλες οι αλήθειες - ακόμη κι αυτές που 
φαίνονταν τόσο βέβαιες ώστε να πιστεύουμε πως δεν επιδέχονται αναθεώρηση- είναι ουσιαστικά 
κατασκευασμένες. Ακόμα και η ίδια η έννοια της αντικειμενικής αλήθειας είναι ένας κοινωνικά 
κατασκευασμένος μύθος. Δεν είναι ο ανθρώπινος νους, ο φορέας της γνώσης, που περιέχεται στην 
αλήθεια, αλλά η έννοια της αλήθειας που περιέχεται στον ανθρώπινο νου, ο οποίος εν αγνοία του 
υπηρετεί τις κυρίαρχες οργανωτικές μορφές. Η επιστημολογία δεν είναι τίποτε άλλο από μια 
κοινωνιολογία της εξουσίας. Αυτή είναι, σε αδρές γραμμές, η μεταμοντέρνα ερμηνεία των 
θεωρημάτων του Γκέντελ.  

Άλλοι πάλι υποστηρίζουν πως, όσον αφορά τη φύση του ανθρώπινου νου, οι συνέπειες των 
θεωρημάτων του Γκέντελ οδηγούν σε εντελώς διαφορετικά συμπεράσματα. Ο Ρότζερ Πένροουζ 
για παράδειγμα, στα πολυδιαβασμένα βιβλία του «Ο Νέος Αυτοκράτορας» και «Σκιές του Νου», 
επικαλείται τα θεωρήματα μη πληρότητας για να υποστηρίξει την άποψη ότι ο ανθρώπινος νους, 
ό,τι κι αν είναι, σίγουρα δεν μπορεί να είναι ένας ψηφιακός υπολογιστής. Αυτό που κατά τον 
Πένροουζ αποδεικνύουν τα θεωρήματα του Γκέντελ είναι ότι η ανθρώπινη σκέψη, ακόμη και στην 
πιo τεχνική και κανονιστική της μορφή, δηλαδή στα μαθηματικά, χρησιμοποιεί διαδικασίες 
ανακάλυψης της αλήθειας που δεν μπορούν να αναχθούν στις μηχανιστικές διεργασίες που 
προγραμματίζεται να εκτελεί ένας υπολογιστής. Προσέξτε την αντίθεση ανάμεσα στη 
μεταμοντέρνα ερμηνεία της προηγούμενης παραγράφου και την ερμηνεία του Πένροουζ ο οποίος 
υποστηρίζει πως τα συμπεράσματα του Γκέντελ ουσιαστικά αφήνουν άθικτη τη μαθηματική μας 
γνώση. Σύμφωνα με αυτή την άποψη, τα θεωρήματα του Γκέντελ δεν καταδεικνύουν τους 
περιορισμούς του ανθρώπινου νου, αλλά τους περιορισμούς των υπολογιστικών μοντέλων που 
προσπαθούν να τον εξηγήσουν (μοντέλων που ανάγουν όλες τις νοητικές διεργασίες σε απλή 
ακολουθία κανόνων). Δεν μας εγκαταλείπουν επομένως στην αβεβαιότητα του 
μεταμοντερνισμού, απλώς καταλύουν μια συγκεκριμένη αναγωγική θεωρία για τον νου.  

Γι' αυτό λοιπόν θεωρούνται τόσο σπάνια τα θεωρήματα του Γκέντελ: γιατί είναι μαθηματικές 
αλήθειες που -έστω διφορούμενα και αμφιλεγόμενα- άπτονται και του κεντρικού ερωτήματος των 
ανθρωπιστικών επιστημών: τι ορίζει την ανθρώπινη υπόσταση; Από αυτή την άποψη, είναι τα πιο 
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πολυσήμαντα θεωρήματα στην ιστορία των μαθηματικών. Παρ' ότι υπάρχουν διαφωνίες σχετικά 
με το πού φτάνουν και ποια ακριβώς είναι τα αποτελέσματά τους, δεν υπάρχει αμφιβολία ότι οι 
πολλαπλές τους συνέπειες εκτείνονται πέρα από τα μαθηματικά στη σφαίρα των μετά-
μαθηματικών, και ίσως ακόμη παραπέρα. Ο μεταμαθηματικός χαρακτήρας των θεωρημάτων του 
Γκέντελ φαίνεται εξάλλου και απ' το γεγονός ότι στο σχετικό λήμμα της Encyclopedia Of Philosophy το 
περιεχόμενό τους διατυπώνεται με (λίγο- πολύ) απλά λόγια. Βέβαια ορισμένες έννοιες, όπως 
«τυπικό σύστημα», «απροσδιόριστο» και «συνέπεια», είναι κάπως πιο ειδικές και χρειάζονται 
επεξήγηση (γι' αυτό, μην ανησυχείτε αν δεν καταλάβετε και πολλά διαβάζοντας τον ορισμό της 
εγκυκλοπαίδειας). Όμως η εξήγηση αυτών των μεταμαθηματικών εννοιών (την οποία θα δούμε 
παρακάτω) δεν αποδίδεται στη γλώσσα των μαθηματικών. Τα συμπεράσματα του Γκέντελ είναι 
μαθηματικά θεωρήματα που η σημασία τους δεν εξαντλείται στη σφαίρα των απλών 
μαθηματικών, αλλά μπορεί να εκφραστεί και έξω από αυτά.  

 
 
1. Σχολιάστε τις δυο αντίθετες ερμηνείες του θεωρήματος του Gödel. Σε τι έγκειται η διαφορά 
τους; 
2. Θεωρείτε ότι το γεγονός (που απέδειξε ο Gödel) ότι η συνέπεια ενός αξιωματικού συστήματος 
δε μπορεί να αποδειχθεί στα πλαίσια του συστήματος σημαντικό πρόβλημα; 
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